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Contributions de J.J. Moreau
a` la me´canique non re´gulie`re ;
applications aux mate´riaux granulaires
M. JEAN
Laboratoire de Me´canique et d’Acoustique, Marseille, mjean.recherche@wanadoo.fr
Re´sume´ :
Ce texte a pour contenu les e´le´ments d’une confe´rence donne´e au 22 e`me Congre`s Franc¸ais
de Me´canique, confe´rence ayant pour objet de pre´senter un aperc¸u des travaux de Jean-Jacques
Moreau, en particulier de ses travaux concernant la me´canique du contact et de ses applications
a` la simulation nume´rique des mate´riaux granulaires. Ce texte est ma vision personnelle des
travaux de Jean-Jacques Moreau.
Abstract :
The contents of this text are elements of a conference given at the 22 e`me Congre`s Franc¸ais
de Me´canique. A survey of Jean-Jacques Moreau’s works was presented, in particular works
concerning contact mechanics and applications to granular materials. This presentation is my
personal interpretation of Jean-Jacque Moreau’s works.
Mots clefs : Analyse Convexe, me´canique non re´gulie`re, contact frottement,
me´thodes CD - NSCD, mate´riaux granulaires, tenseur de contrainte.
1 Introduction
Jean-Jacques Moreau (1923-2014) mathe´maticien et me´canicien a e´te´ chercheur au CNRS,
puis Professeur a` l’Universite´ de Poitiers, puis Professeur a` l’Universite´ de Montpellier depuis
les anne´es 1958. Il est le cofondateur avec Olivier Maisonneuve du Laboratoire de Me´canique
et Ge´nie Civil a` Montpellier (LMGC). Il s’est inte´resse´ au de´but de sa carrie`re a` la me´canique
des fluides. Il a apporte´ des re´sultats originaux, comme l’invariant d’he´licite´ en dynamique
des fluides parfaits (1962). Jean-Jacques Moreau est surtout connu pour eˆtre l’inventeur de
l’Analyse Convexe (paralle`lement avec J.T. Rockafellar, qui avait d’autres motivations que les
motivations me´caniques de J.J. Moreau). L’Analyse Convexe se re´ve`le un outil indispensable
et particulie`rement fertile pour traiter la Me´canique non Re´gulie`re, c’est-a`-dire une me´canique
qui fait face a` des lois de comportement non diffe´rentiables, comme on en trouve en pre´sence
de contact et de frottement. Dans les anne´es 1970, J.J. Moreau publie des articles fondateurs
concernant les proble`mes quasistatiques en pre´sence de conditions unilate´rales, de frottement
de Coulomb, de plasticite´, proble`mes mis sous la forme ge´ne´rique de processus de rafle.
En 1984 J.J. Moreau de´cide de mettre a` l’e´preuve ses concepts au moyen d’une me´thode
nume´rique de´rive´e des formulations en Analyse Convexe, me´thode Contact Dynamics (CD).
Historiquement le premier algorithme sera applique´ a` l’e´tude fine du choc entre deux rigides.
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La me´thode est rapidement e´tendue aux collections de corps rigides en pre´sence de contact
unilate´ral et de frottement sec tels que les mate´riaux granulaires et les e´difices compose´s de
blocs. Une des caracte´ristiques de la me´thode CD est qu’il s’agit d’une me´thode comple`tement
implicite. Cette me´thode se distingue ainsi des me´thodes de la dynamique mole´culaire (par ex-
emple la me´thode de P. Cundall & al.) me´thodes pratiquables seulement si le contact frottant
est re´gi par des lois sous formes d’applications (et non pas de multi-applications) autrement dit
si ces lois sont re´gulie`res ou re´gularise´es. J.J. Moreau avait son propre style de programmation.
Il fournissait volontiers aux utilisateurs qui le demandaient des versions cle´s en mains.
La me´thode CD a e´te´ e´tendue au traitement de corps de´formables par M. Jean sous le nom de
me´thode NSCD. D’autres me´thodes parentes ont e´te´ de´veloppe´es au LMGC par P. Alart, F.
Radja¨ı et leurs collaborateurs. F. Dubois arrive´ au LMGC en 1999 a totalement refondu les
logiciels existants, introduit de nouvelles applications (adhe´sion, usure, lois de comportement
complexes, couplages divers thermiques et hydrodynamiques) et la possibilite´ de communiquer
avec d’autres logiciels. Le logiciel porte actuellement le nom de LMGC90. C’est un logiciel libre
destine´ a` la recherche. Il est couramment de´veloppe´ par de nombreux partenaires et maintenu
au laboratoire LMGC.
J.J. Moreau a aborde´ un certain nombre de questions sujettes a` controverse, qu’il a e´lucide´es
et pre´sente´es dans des articles mais aussi dans des films pe´dagogiques fabrique´s entie`rement
par lui ; parmi ces questions, le fonctionnement des avalanches, la se´gre´gation des particules
sous l’effet des vibrations, le blocage et l’inde´termination, les effets de vouˆte sous un tas. Il
s’est particulie`rement inte´resse´ a` la notion de contrainte dans les mate´riaux granulaires. Il a
montre´ que c’e´tait un concept pertinent comme le tenseur de Cauchy dans les milieux continus.
La de´finition usuelle produit un tenseur le´ge`rement non syme´trique. Vers 2008, il a donne´ la
de´finition exacte de ce que doit eˆtre le tenseur de contrainte, tenseur alors syme´trique. Cette
de´finition s’e´tend a` n’importe quelle collection d’objets. L’e´quation d’e´quilibre pour la collec-
tion s’e´crit div σ = −f , comme pour un milieu continu.
2 Corps en contact, variables locales
Pour illustrer comment le langage de l’Analyse Convexe est le langage pertinent pour traiter
la me´canique non re´gulie`re, je choisis un proble`me de contact. Les chocs entre corps se car-
acte´risent par des discontinuite´s de vitesse. La classe de mouvements approprie´e est celle des
mouvements dont les de´rive´es par rapport au temps (les vitesses) sont a` variations localement
borne´es. Dans les efforts, on trouve les forces ordinaires, fonctions du temps de carre´ sommable,
et des mesures de Dirac qui repre´sentent les percussions. L’e´quation de la dynamique est in-
terpre´te´e au sens des mesures. Les nombreux travaux de J.J. Moreau sur les mesures, en
particulier les mesures sur la droite re´elle trouvent en partie ici leur motivation.
Une fonction a` variation localement borne´e t → V (t) a la proprie´te´ qu’en tout temps t elle
posse`de une limite a` droite note´e V +(t) et une limite a` gauche note´e V −(t). Dans un contexte
me´canique, si t→ V (t) note une vitesse, et si un choc survient au temps τ , V −(τ) est la vitesse
avant l’instant du choc, et V +(τ) la vitesse apre`s l’instant du choc.
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Figure 1: Corps en contact, variables locales
On conside`re deux corps en contact et pour simplifier on admet qu’il existe un vecteur unitaire
normal ~n unique au point de contact A, dirige´ du corps antagoniste vers le corps candidat et
~t un vecteur unitaire orthogonal a` ~n. Je note U = (UT , UN ) la paire des composantes normale
et tangentielle du vecteur vitesse relative du candidat par rapport a` l’antagoniste au point A.
Enfin je de´signe par R = (RT , RN ) la paire des composantes de la force de re´action qu’exerce
l’antagoniste sur le candidat, une force ou une percussion.
3 Unilate´ralite´
L’impe´ne´trabilite´ signifie que deux corps ne peuvent s’interpe´ne´trer mais sont libres d’eˆtre
se´pare´s, g ≥ 0 ou` g est l’interstice (la distance alge´brique entre les deux corps). Moreau
de´montre,
Si lors de tout contact U+N ≥ 0 alors g ≥ 0 .
(en fait l’expression lors de tout contact exige plus de pre´cisions).
Pour comple´ter et e´crire une loi de contact simple et usuelle, on ajoute,
g > 0⇒ RN = 0, c’est-a`-dire que la re´action est nulle si les corps sont se´pare´s,
RN ≥ 0, c’est-a`-dire que les corps ne peuvent que se repousser,
U+N > 0⇒ RN = 0, c’est-a`-dire que si les corps se de´tachent aucune re´action ne s’exerce plus,
RN > 0 ⇒ U
+
N = 0, c’est-a`-dire qu’une re´action non ne´gative entraine une vitesse relative
tangente aux corps en contact (cine´matique rasante). Ces relations peuvent se rassembler sous
la forme,
g > 0⇒ RN = 0 ,
Lors de tout contact U+N ≥ 0 , RN ≥ 0 , U
+
N . RN = 0 (1)
La dernie`re expression est une relation de comple´mentarite´. La condition pre´ce´dente entraine
la condition classique,
g ≥ 0 , RN ≥ 0 , g.RN = 0 , (2)
connue sous le nom de condition de Signorini, elle-meˆme une relation de comple´mentarite´.
On rencontre ici le parti pris de J.J. Moreau de privile´gier les formulations en vitesse, ce qui
pre´sente des avantages. On notera que la condition en vitesse ci-dessus (1) implique une loi de
choc ine´lastique.
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La figure (2) repre´sente le graphe de ces relations. On constate un certain nombre de par-
ticularite´s :
1) Ce graphe n’est pas un graphe d’application, mais de multi-application. RN n’est pas
une fonction de U+N (pour UN = 0 , RN peut prendre toutes les valeurs positives) et U
+
N n’est
pas fonction de RN .
2) La multi-application peut prendre des valeurs infinies (pour U+N = 0).
3) La multi-application n’est pas diffe´rentiable au point (0, 0).
RN
U+N g
Figure 2: Graphe de Signorini.
Les outils de l’Analyse Convexe permettent de faire face a` de telles situations non usuelles.
4 Loi de Coulomb
La loi de Coulomb est une loi de frottement sec rudimentaire mais bien utile. Elle exprime que
la composante tangentielle de la re´action RT (la force de frottement) ne peut avoir un module
supe´rieur a` µRN ou` RN est la composante normale de la re´action et µ ≥ 0 est le coefficient de
frottement. On dit aussi que la re´action est situe´e a` l’inte´rieur du coˆne de Coulomb. De plus
en cas de glissement la force de frottement est oppose´e au glissement et a pour module µRN .
‖RT ‖ ≤ µRN ,
‖U+T ‖ 6= 0⇒ RT = −
U+T
‖U+T ‖
µRN .
Le graphe de ces relations est repre´sente´ figure (3). On montre plus loin comment cette loi non
re´gulie`re s’exprime en termes d’Analyse Convexe.
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RT
U+T
µRN
Figure 3: Graphe de Coulomb.
5 Analyse Convexe
Il ne rentre pas dans le cadre de ce texte de faire un expose´ d’Analyse Convexe, ce qui de-
manderait beaucoup de place et de soin. En mentionnant quelques mots cle´s du vocabulaire,
il est possible de montrer la structure des e´quations de la me´canique du contact. Les notions
d’ensembles convexes, de coˆnes, sont imaginables.
La de´finition d’une fonction est ge´ne´ralise´e. Une fonction est une application a` valeurs dans
[0,+∞]. La pre´sence du symbole∞ s’accompagne de re`gles de calcul approprie´es. Un exemple
de fonction ge´ne´ralise´e est la fonction indicatrice d’un ensemble convexe C de´finie ainsi ; soit
f une force quelconque (j’emploie le langage de la me´canique),
ψC(f) = 0 si f ∈ C ,
ψC(f) = +∞ autrement ,
On peut de´finir des fonctions convexes, des fonctions semi-continues infe´-rieurement (sci).
Une fonction sci G posse`de une de´rive´e ge´ne´ralise´e, le sous-diffe´rentiel. Sa valeur au point
f est note´e ∂G(f) (ensemble des pentes des minorantes affines exactes). Une autre notion
importante est celle de fonction conjugue´e v → G⋆(v) d’une fonction f → G(f).
Soit v, v′, deux vitesses quelconques et f , f ′, deux forces quelconques, Les propositions suiv-
antes sont e´quivalentes
∀ f ′ G(f ′)−G(f)− ( v . f ′ − f ) ≥ 0 ,
∀ v′ G⋆(v′)−G⋆(v)− ( v′ − v . f ) ≥ 0 ,
G⋆(v) +G(f)− ( v . f ) = 0 ,
v ∈ ∂G(f) ,
f ∈ ∂G⋆(v) .
Toute paire v, f , satisfaisant l’une de ces relations est dite paire conjugue´e par G, G⋆. Les deux
premie`res relations sont des ine´quations variationnelles, formulations duales l’une de l’autre.
On les trouve dans la litte´rature de´montre´es au cas par cas dans divers espaces fonctionnels.
Les deux dernie`res sont des inclusions diffe´rentielles. On va voir imme´diatement comment se
traduisent les relations de l’unilate´ralite´ et du contact frottant.
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A) f , v, sont des e´le´ments de IR et C = IR+ ,
ψ⋆IR+ = ψIR− .
La relation de Signorini s’e´crit,
−U+N , RN , sont conjugue´es par les fonctions ψ
⋆
IR+ = ψIR− , ψIR+ .
Cette relation est e´quivalente a` a), b) ou c),
a) U+N ≥ 0 , RN ≥ 0 , U
+
N . RN = 0 ,
b) RN = projIR+(RN − ρU
+
N ) , ou` ρ ≥ 0 est arbitraire,
c) RN ≥ 0 , ∀S ≥ 0 U
+
N . (S −RN ) ≥ 0 .
B) f , v, sont des e´le´ments de IR2 et C est le disque de IR2, de centre 0 et de rayon c,
C = {f : ‖f‖ ≤ c} ,
ψ⋆C(v) = c‖v‖ .
La loi de Coulomb s’e´crit,
−U+T , RT , sont conjugue´es par les fonctions ψ
⋆
C , ψC ,
C = µRN IB = {S : ‖S‖ ≤ µRN} .
Cette relation de conjuguaison est e´quivalente a` d) ou e),
d)RT = projµRNIB(RT − ρU
+
T ) ou` ρ > 0 est arbitraire ,
e) RT ∈ µRN IB , ∀S ∈ µRN IB , U
+
T . (S −RT ) ≥ 0 .
Ces relations sont utiles aussi bien du point de vue mathe´matique que nume´rique. La relation
de conjuguaison peut s’e´crire sous la forme,
−U+T ∈ ∂ψC(RT ) .
Prenons l’exemple d’une particule d’abcisse x frottant sur une droite (sur un plan,
il en serait de meˆme), relie´e a` l’extre´mite´ d’un ressort. L’autre extre´mite´ est assujettie a` se
de´placer sur la droite, et son abcisse est une fonction donne´e du temps note´e xe(t). On note
k > 0 la raideur du ressort. La force exerce´e par le ressort sur la particule s’e´crit f(t) =
−k(x(t) − xe(t)). Cette force compense la force de frottement RT , RT + f = 0. Avec ces
notations U+T = x˙
+. L’e´quation pre´ce´dente devient,
−x˙+ ∈ ∂ψC(k(x− xe)) .
Le convexe C contient le point 0. Posons C(t) =
1
k
C + xe(t). L’e´quation pre´ce´dente s’e´crit,
−x˙+ ∈ ∂ψC(x) ,
qui est l’e´quation typique d’un proble`me de rafle (sweeping process) par le convexe variable
C. De ce fait elle admet une solution unique. Les proble`mes quasi-statiques de frottement,
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d’unilate´ralite´, de plasticite´ parfaite, peuvent se mettre sous cette forme 1.
6 Me´thode CD
On conside`re l’exemple d’une particule pesante de masse m frottant sur une droite ~Ox avec
du frottement de Coulomb de coefficient µ. L’abcisse de la particule est x. L’e´quation de la
dynamique s’e´crit,
mx¨ = f + r ,
f force applique´e dans la direction ~Ox, r = RT force de frottement.
Forme discre`te de l’e´quation de la dynamique.
En inte´grant les deux membres de l’e´quation de la dynamique sur l’intervalle ]ti, ti+1] on obtient
l’e´quation de la dynamique discre´tise´e,
m(UT (i+1)− UT (i)) = f(i+ 1) + PT (i+ 1) ,
f(i+ 1) =
∫
]ti,ti+1]
f(s)ds , PT (i+ 1) =
∫
]ti,ti+1]
RT (θ) dθ ,
ou` UT (i + 1) est une approximation de x˙
+(ti+1), UT (i) est une approximation de x˙
+(ti) ; ce
sont des vitesses de glissements ; PT (i + 1) est une impulsion, l’inte´grale de toutes les forces
et percussions pour la mesure approprie´e dθ, mesure de Lebesgue pour les forces ordinaires,
mesures de Dirac pour les percussions.
UT (i+ 1) et PT (i+ 1) sont les inconnues.
Forme discre`te de la loi de Coulomb.
On e´crit que la paire UT (i + 1), PT (i + 1), appartient au graphe de la loi de Coulomb (la
composante normale est l’impulsion inte´grale de la force de pesanteur sur ]ti, ti+1]) change´e de
signe, PN (i+1) = (ti+1− ti)mg. On remarque que l’on a choisi d’e´crire la loi de Coulomb sous
une forme approche´e en faisant jouer a` la vitesse de glissement en fin de pas UT (i+1) le roˆle de
la vitesse de glissement a` droite et a` l’impulsion PT (i+1) le roˆle de la re´action. Ceci est justi-
fiable car la loi de Coulomb est une loi positivement homoge`ne (si pour UT la paire (RT , RN )
satisfait la loi de Coulomb, la paire (λRT , λRN ), λ > 0, satisfait aussi la loi de Coulomb).
Il faut aussi admettre que pendant l’intervalle ]ti, ti+1] la vitesse de glissement x˙(t) garde un
signe constant. La composante normale est l’impulsion inte´grale de la force de pesanteur sur
]ti, ti+1] change´e de signe, PN (i+ 1) = (ti+1 − ti)mg. La loi de Coulomb approche´e s’exprime
ainsi en terme de vitesse de glissement en fin de pas et d’impulsion.
Construction de la solution.
La paire (UT (i + 1), PT (i + 1)), solution du proble`me se trouve a` l’intersection du graphe
de Coulomb et du graphe de la droite d’e´quation UT (i + 1) = Ulib +m
−1PT (i + 1) de pente
positive (graphe de l’e´quation de la dynamique line´arise´e), Ulib = UT (i)+m
−1f(i+1). Dans ce
proble`me particulier la solution est unique. Sur la figure (4) Ulib < 0. La solution UT (i+1) < 0
est un glissement arrie`re.
1J.J. Moreau On unilateral constraints, friction and plasticity, C.I.M.E. Bressanone, 1973.
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PT (i+ 1)
UT (i+ 1)
µPN (i+ 1)
UT (i+ 1) = Ulib +m
−1PT (i+ 1)
Figure 4: Solution de la dynamique d’une particule avec frottement de Coulomb.
Pour ce qui est du traitement de la condition de Signorini, l’approximation suit la meˆme
de´marche.
Dans les proble`mes plans avec contact unilate´ral (et non pas contact persistant comme dans
l’exemple pre´ce´dent), on peut trouver la solution en discutant l’intersection du graphe de
l’e´quation de la dynamique line´arise´e avec les graphes de Signorini et de Coulomb dans l’espace
a` 4 dimensions, UT , UN , PT , PN . La solution est explicite. Elle est unique si le coefficient de
frottement µ n’est pas “exage´re´”. Dans les proble`mes a` 3 dimensions, la solution est a` rechercher
dans un espace a` 6 dimensions (UT , PT , ont chacun 2 dimensions). Elle n’est pas explicite et
on peut la trouver en quelques ite´rations.
Les conside´rations pre´ce´dentes concernent le cas d’un seul contact. Lors-qu’il existe plusieurs
contacts simultane´s on proce`de ainsi.
On e´tablit une liste des contacts :
1) Pour un contact, disons α, entre deux corps charge´s avec les impulsions exte´rieures et
par les impulsions de contact de leurs voisins affecte´es de valeurs provisoires, on calcule comme
on l’a dit la vitesse de glissement et l’impulsion du contact α.
2) On actualise et on passe au contact suivant α+ 1.
3) On parcourt autant de fois la liste des contacts qu’il le faut pour atteindre la convergence.
Chaque e´tape 1) consiste a` re´soudre un proble`me non line´aire dans un espace a` 4 ou 6 dimen-
sions. Cette me´thode s’apparente donc a` une me´thode de Gauss-Seidel non line´aire par blocs.
7 Pertinence du tenseur de contrainte de Cauchy dans un
mate´riau granulaire.
Parmi les nombreuses pre´occupations de J.J. Moreau, celles concernant le tenseur des con-
traintes dans un mate´riau granulaire tiennent une place importante. Voici une expe´rience
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nume´rique de J.J. Moreau tout a` fait convaincante. Le tenseur des contraintes de Cauchy est
un ingre´dient de la me´canique des milieux continus du premier gradient. Ce tenseur mesure
les forces inte´rieures. Plus pre´cise´ment distinguons a` l’aide d’une coupe (un plan) deux parties
O et O′ situe´es de part et d’autre de cette coupe et soit ~n le vecteur normal en un point P de
la coupe dirige´ de O vers O′, figure (5, b). Soit σ le tenseur de contrainte de Cauchy, tenseur
syme´trique. Le vecteur σ~n repre´sente la densite´ surfacique de forces exerce´e au point P par la
partie O′ sur la partie O. Lorqu’on fait varier l’angle θ de la coupe, les composantes tangentielle
et normale de σ~n varient comme,
(σ~n) .~t = −
A−B
2
sin 2θ , (σ~n) . ~n =
A+B
2
+
A−B
2
cos 2θ .
ou` A et B sont des constantes de´pendant du niveau de charge du milieu. Un calcul nume´rique
est effectue´, avec la me´thode CD, dans un e´chantillon de mate´riau granulaire compresse´, figure
(5, a) 2. Puis, pour divers angles de la coupe, en utilisant les valeurs nume´riques des forces
intergranulaires, l’action d’une partie du milieu d’un coˆte´ de la coupe sur l’autre partie est
reconstitue´e. Le diagramme figure (6) montre la re´ponse nume´rique, en trait gras compare´e a`
la re´ponse d’un milieu continu. La re´ponse nume´rique est suffisamment proche de la re´ponse
d’un milieu continu pour admettre que la notion de contraine est pertinente dans un mate´riau
granulaire.
O
O′
P
~n
θ
figure a figure b
Figure 5: Coupe d’un e´chantillon
2Les niveauux de gris indiquent le chargement des grains, les plus charge´s e´tant colorie´s en gris fonce´.
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Figure 6: Tenseur de Cauchy, comparaison d’un e´chantillon granulaire avec un milieu continu.
8 Un exemple : le talus 2D
Pour donner un autre exemple d’investigation pratique´e par J.J. Moreau, je transcris le texte
suivant re´dige´ par J.J. Moreau.
De´but de citation :
On montre sur la figure 7 un mode`le de talus en dimension 2, simule´ avec un programme
Contact Dynamics. Un terrain rugueux en pente fait avec l’horizontale un angle plus petit
que l’angle de repos du mate´riau granulaire de´pose´ (on pourrait meˆme choisir un terrain hor-
izontal, au prix d’un plus grand nombre de grains et d’un temps de calcul plus e´leve´). Le
mate´riau granulaire de´pose´ est constitue´ de grains rigides polygonaux de forme ale´atoire. Ils
sont de´pose´s pre`s de la frontie`re verticale gauche et s’accumulent de fac¸on a` former un talus
au cours d’avalanches successives.
Coefficient de frottement : 0,3 ; coefficient de restitution : 0. Apre`s avoir stoppe´ l’alimentation
et laisse´ le talus s’e´quilibrer (en fait on peut obtenir des images similaires sans prendre cette
pre´caution), les observations suivantes sont faites :
Loi de surface libre.- La force transmise au travers d’une coupe paralle`le a` la surface
libre du talus est verticale.
Ce phe´nome`ne s’explique facilement : quand une avalanche s’e´coulant sur le talus s’arreˆte,
les forces qu’elle rec¸oit de la part du mate´riau granulaire sous-jacent e´quilibrent son poids, et
sont donc verticales. Ceci perdure quand des avalanches successives posse`dant la meˆme pro-
prie´te´ viennent se superposer aux couches de´ja` existantes.
On peut faire le rapprochement avec une affirmation usuelle en ge´nie civil qu’un talus fraiche-
ment de´pose´ est dans un e´tat de glissement imminent.
On observe aussi que la force transmise au travers d’une coupe verticale est paralle`le a` la sur-
face libre.
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Figure 7: Transmission des forces dans un talus
En fait, cette dernie`re observation est mathe´matiquement e´quivalente a` la pre´ce´dente, si on
remarque ceci :
Soit deux directions de coupe (en 2D ou 3D) de´finies par leurs vecteurs unitaires normaux
n et n′ ; soit T et T′ les vecteurs pressions (ou tractions) correspondantes. Si un tenseur de
contrainte de type Cauchy est disponible pour relier T a` n et T′ a` n′, la syme´trie de ce tenseur
entraˆıne n.T′ = n′.T. En particulier, si n.T′ = n′.T = 0 , il vient :
Lemme des coupes re´ciproques.- : La coupe de normale n est paralle`le au vecteur T′ si
et seulement si la coupe de normale n′ est paralle`le au vecteur T.
Fin de citation. Un film film nume´rique de J.J. Moreau traite de cet exemple..
9 De´finition du tenseur de contrainte dans une collection d’objets
Il s’ave`re que la de´finition constructive du tenseur de contraine dans un mate´riau granulaire
donne lieu a` de multiples controverses. D’une part, parce que la de´finition usuelle, le tenseur de
Weber, est sujette a` certains arbitraires, par exemple dans le choix du point de re´fe´rence dans
chaque grain, d’autre part, parceque ce tenseur usuel n’est pas syme´trique, de peu, mais il ne
l’est pas, et c’est tre`s contrariant. J.J. Moreau s’appuyant sur les fondements de la me´canique
montre quelle doit eˆtre la de´marche correcte pour de´finir le tenseur de contrainte. Il s’appuie
sur la notion de moment interne. Nous de´crivons ici sommairement les diffe´rentes e´tapes de la
construction d’un tenseur de contrainte cohe´rent.
Puissance d’un effort F
Un effort F est de´fini comme une fonctionnelle line´aire sur les champs de vitesses. Si on
prend comme fonction test ϕ un champ affine, ϕi = ai+ bijxj on trouve que la puissance d’un
effort F s’e´crit,
〈F ,ϕ 〉 = Ri ai +Mij bji . (3)
Le vecteur R = (Ri) est inde´pendant du repe`re choisi et s’appelle re´sultante de F . Les Mij
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sont les composantes d’un tenseur Euclidien du second ordre, note´ M(F/o) appele´ moment
tensoriel de degre´ 1 de F par rapport a` l’origine.
La totalite´ des efforts exerce´s par les e´le´ments de S sur lui-meˆme, est nomme´e effort inte´rieur
total de S note´ F int(S). Les autres efforts sont dits exte´rieurs.
Le principe d’action-re´action
Ce principe peut s’e´noncer sous la forme : L’effort inte´rieur total d’un syste`me mate´riel S
posse`de une puissance nulle quel que soit le champ test ϕ e´gal a` un champ de vitesse de mou-
vement rigide, c’est-a`-dire un champ de vitesse de la forme ϕi(x) = ai + bijxj avec bji = −bij
La re´sultante de cet effort est nulle et son moment tensoriel de degre´ 1 est e´gal a` un tenseur
syme´trique Mint(S) de rang 2, inde´pendant du choix de l’origine. Ce tenseur est appele´ mo-
ment tensoriel interne de S.
Exemple d’un milieu continu classique (du premier gradient).
Soit S une portion de milieu continu classique occupant un domaine borne´ Ω de l’espace.
On trouve,
〈F int(S),ϕ 〉 = −
∫
Ω
ϕi,jσji dℓ.
ou` σ = (σji) est un tenseur syme´trique. C’est le tenseur de contrainte de Cauchy de´fini ici dans
une construction synthe´tique du mode`le classique de milieu continu du premier gradient.
On trouve donc,
−Mint(S) =
∫
Ω
σji dℓ ,
et le tenseur de Cauchy apparait comme l’oppose´ de la densite´ de moment interne, soit en
termes de mesure,
−dM = σ dℓ .
Equilibre.
La puissance totale des efforts inte´rieurs et des efforts exte´rieurs est nulle pour tout champ
test ϕ. En particulier si les ϕ sont line´aires, on trouve,
Mint(S) +Mext(S) = 0 .
Cas du milieu continu classique.
On trouve en utilisant la formule de l’inte´grale de Gauss-Ostrogradski,
∫
Ω
σ(x) dℓ =
∫
∂Ω
x⊗ T (x) da+
∫
Ω
x⊗ fdist(x) dℓ.
T densite´ surfacique de forces exte´rieures, fdist densite´ volumiques de forces exte´rieures.
Cas d’un mate´riau granulaire. Calcul grain par grain.
fBE de´signe la force exerce´e par un agent exte´rieur E ∈ X, parois, grains n’appartenant
pas a` la collection S, gravite´, etc. sur un grain B ∈ S, cBE est le vecteur point d’application
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de cette force. Par analogie avec la formule ci-dessus on est amene´ a` poser la de´finition,
contrainte moyenne(S) :=
1
vol(S)
∑
B∈S
∑
E∈X
cBE ⊗ fBE,
ou` vol(S) note le volume de la re´gion de l’espace couverte par l’e´chantillon granulaire, en
incluant l’espace intersticiel.
l
r
c
f
Ce dernier terme est transforme´ de fac¸on a` faire ressortir une expression impliquant les forces
de contact que les e´le´ments de S exercent les uns sur les autres. On utilise entre autres les
proprie´te´s suivantes :
-. la re´sultante des forces e´manant de l’exte´rieur et des autres grains de S applique´es a` un grain
B de S est nulle ;
-. le principe d’action et de re´action applique´ a` chaque grain de S ;
-. des sommations avec permutation des indices.
Ainsi l’expression de la contrainte moyenne apparait comme la somme de deux termes :
contrainte moyenne(S) :=
1
vol(S)
∑
B∈S
∑
E∈X
lBE ⊗ fBE +
1
vol(S)
∑
B∈S
∑
B′≺B
lB
′B ⊗ fB
′B.
Dans le premier terme seules apparaissent les forces exte´rieures. Dans le deuxie`me terme ap-
paraissent seulement les forces inte´rieures a` l’e´chantillon.
Ce deuxie`me terme, fre´quemment utilise´ dans la litte´rature, est celui qui est usuellement adopte´
comme de´finition de la contrainte moyenne. J.J. Moreau y fait re´fe´rence sous le nom de con-
trainte de Weber.
Avoir ne´glige´ le premier terme dans le second membre ci-dessus a pour conse´quence que ce
tenseur pre´sente le de´faut de de´pendre du choix des points de re´fe´rence dans les grains et de
ne pas eˆtre syme´trique du fait de cette de´pendance. Il fournit seulement une approximation de
l’expression de´rive´e du moment tensoriel interne.
Pour re´sumer les conside´rations pre´ce´dentes,
1) Il re´sulte des de´finitions que, dans un milieu continu du premier gradient le tenseur de
Cauchy apparait comme l’oppose´ de la densite´ de moment interne.
2) Par similitude avec la formule d’Ostrogradsky on peut e´crire une formule de´finissant la con-
trainte moyenne dans un mate´riau granulaire.
3) Apre`s transformation avec les re`gles usuelles de la me´canique et de l’alge`bre, on trouve que
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la contrainte moyenne est la somme de deux termes : un terme qui ne fait intervenir que les
forces exte´rieures sur les grains ; un deuxie`me terme qui fait intervenir uniquement les forces
intergranulaires, reconnu comme l’usuel tenseur de Weber.
Ainsi, avoir ne´glige´ le premier terme a pour conse´quence que le tenseur de Weber pre´sente le
de´faut de de´pendre du choix des points de re´fe´rence dans les grains et de ne pas eˆtre syme´trique
du fait de cette de´pendance. Il fournit seulement une approximation de l’expression du tenseur
exact de´rive´ de la formule d’Ostrogradsky. Compte tenu de ses expe´riences nume´riques, J.J.
Moreau fait remarquer que la diffe´rence entre le tenseur de contrainte (exact) et le tenseur de
Weber n’est que de quelques pour cent. Ainsi, dit-il avec diplomatie, on pourra conside´rer que
les re´sultats trouve´s dans la litte´rature impliquant le tenseur de Weber, ne sont pas entache´s
d’erreurs importantes et restent valables.
10 L’ope´rateur divergence
On rappelle l’e´quation d’e´quilibre statique d’un milieu continu du premier gradient au sens
des mesures, σ est le tenseur de contrainte de Cauchy, et −σdl est la mesure moment interne.
div(σdℓ) + dF = 0 ou − div(dM) + dF = 0 ,
ou` dF est la densite´ volumique de forces exte´rieures.
Il est possible de de´finir une mesure tenseur interne pour d’autres syste`mes mate´riels. Par
exemple, pour une portion de fil,
−div(dM) + dF = 0 , dM = θ τ ⊗ τ ds ,
θ tension du fil, τ “extension du fil”.
J.J. Moreau traite d’autres exemples : collection finie de points mate´riels, ponts capillaires, sols
sature´s, me´lange de ces syste`mes mate´riels. Ces exemples indiquent la de´marche pour exhiber
la mesure interne de n’importe quel objet, pourvu qu’il rele`ve d’une the´orie du premier gra-
dient, la notion de moment interne e´tant inhe´rente au premier gradient. On peut donc e´crire
la mesure moment interne pour n’importe quel me´lange et l’e´quation d’e´quilibre statique du
milieu s’e´crit, comme dans le cas d’un milieu continu ordinaire,
−div(dM) + dF = 0 .
11 Sources de re´fe´rences
On trouvera de nombreuses re´fe´rences sur les contributions de J.J. Moreau aux mate´riaux
granulaires dans l’e´dition anglaise,
Micromechanics of granular materials edited by Bernard Cambou, Michel Jean and Farhang
Radja¨ı, ISTE 2009.
et dans l’e´dition franc¸aise ulte´rieure,
Mate´riaux granulaires : mode´lisation et simulation nume´rique sous la direction de Bernard
Cambou, Michel Jean, Farhang Radja¨ı, 2012, Lavoisier.
